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本文将从题目出发，以问题为导向，先介绍错位排列的情景及研究方法，再给出其递推公式及通项公式的证法，最后

给出子阶乘的定义及性质若干。（可以大幅度简化计算）

题目. 有 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛共 𝑛个人，他们的座位分别为 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛。现要求一个人只能坐一个座位，且都不坐自己座位，

设数列 {𝑎𝑛}为其不同的方法种数，试求其递推公式及通项公式。

【解析】. 先来计算递推公式，考虑应用分步乘法原理，将选座位分为两步：

(i) 𝐴1选座位：根据题意，𝐴1除了自己的不能选，其他位置均可选择。故有 (𝑛 − 1)种选择。假设选择了座位 𝐵𝑘；

(ii) 𝐴𝑘 选座位：应用分类加法原理，分为两类：

a. 若 𝐴𝑘 选择座位 𝐵1，则接下来的问题转化为“(𝑛 − 2)个人不选自己座位，有多少种选法？”，即种数为 𝑎𝑛−2；

b. 若 𝐴𝑘 不选座位 𝐵1，则可将 𝐵1 看作 𝐴𝑘 原来的那个不能选的座位，此时的问题就化归为“(𝑛 − 1) 个人不选自己
座位，有多少种选法？”，即种数为 𝑎𝑛−1。

综合上述分析，则

𝑎𝑛 = (𝑛 − 1) (𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1)

再来计算通项公式，这就没有上面计算递推公式那么简单且愉快了。我们不从递推公式推通项，而是从头考虑问题。

记满足 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛坐自己的座位 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛条件的集合为 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛，记 |𝐴|表示集合 A元素的个数。则原

题转化为求 ���𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ 𝐹3 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛

��� = ����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐹𝑖

�����
在这里就需要运用容斥原理进行进一步的转化。

定理 1 (容斥原理). 容斥原理是集合元素计算的一个重要方法。针对不同的形式，可以采取不同的容斥原理形式，这里介

绍常用的两种1：

容斥原理 I：设 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 为 n个不同的集合，则有����� 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = 𝑛∑
𝑖=1

|𝐴𝑖 | −
∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

|𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 | + · · · + (−1)𝑛−1

����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

����� (1)

此公式称为容斥分式，可以看作是加法原理的推广；

容斥原理 II：设 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 为有限集 I（全集）的子集，𝐴𝑖 在全集 I 下的补集，则有����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = |I | −
𝑛∑
𝑖=1

|𝐴𝑖 | +
∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

|𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 | + · · · + (−1)𝑛
����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

����� (2)

此公式称为筛法公式，是容斥分式的直接推论。

则由筛法公式 (??)可将原式化为����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐹𝑖

����� = |I | −
𝑛∑
𝑖=1

|𝐹𝑖 | +
∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

|𝐹𝑖 ∩ 𝐹𝑗 | + · · · + (−1)𝑛
����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐹𝑖

����� (3)

在本题的情景下，全集的元素数 |I |即为 𝑛的全排列 𝑛!。

1为了内容的连续性，证明将在附录中给出。
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考察展开式 (??)中由 𝑘 个 𝐹𝑖 取交集的项。令 { 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘}为 {1, 2, . . . , 𝑛}的含 𝑘 个元素的子集（𝑘 ∈ [1, 𝑛], 𝑘 ∈ Z），

则任意 𝑘 个 𝐹𝑖 取交集而形成的集合可表示为 𝐹𝑗1 ∩ 𝐹𝑗2 ∩ . . . 𝐹𝑗𝑘，简记为
𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖，一共能取出 𝐶𝑘𝑛 个这样的集合。由于轮换

对称性，只要 𝑘 一定，所有这样取出的集合
𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖 的元素个数
���� 𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖

����都应相等，且等于“𝑛个人排位，其中有 𝑘 个人的

位置一定（坐在自己的位置），其余 (𝑛 − 𝑘) 个人全排列”的种数，即����� 𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖

����� = (𝑛 − 𝑘)!

而由上文提到，一共能取出 𝐶𝑘𝑛 个这样的集合。故式中由 𝑘 个 𝐹𝑖 取交集的项

(−1)𝑘
∑

{ 𝑗1 , 𝑗2 ,..., 𝑗𝑘 }⊆{1,2,...,𝑛}

����� 𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖

����� = (−1)𝑘
∑

{ 𝑗1 , 𝑗2 ,..., 𝑗𝑘 }⊆{1,2,...,𝑛}
(𝑛 − 𝑘)! = (−1)𝑘𝐶𝑘𝑛 (𝑛 − 𝑘)! (4)

例如，当 𝑛 = 5, 𝑘 = 3时，有 |𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ 𝐹3 | = |𝐹1 ∩ 𝐹3 ∩ 𝐹5 | = |𝐹2 ∩ 𝐹3 ∩ 𝐹5 | = · · · = (5 − 3)! = 2，而这样由 3个 𝐹𝑖 取交

集而形成的集合一共有 𝐶3
5 = 10个，故

(−1)3
∑

{ 𝑗1 , 𝑗2 , 𝑗3 }⊆{1,2,...,5}

����� 3⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖

����� = −1 × 10 × 2 = −20

通过一个例子，你现在理解了展开式 (??)中的其中一项。让我们对 (??)继续化简

(−1)𝑘
∑

{ 𝑗1 , 𝑗2 ,..., 𝑗𝑘 }⊆{1,2,...,𝑛}

����� 𝑘⋂
𝑖=1

𝐹𝑗𝑖

����� = (−1)𝑘𝐶𝑘𝑛 (𝑛 − 𝑘)! = (−1)𝑘 𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)! · (𝑛 − 𝑘)! = (−1)𝑘 · 𝑛!

𝑘!

故原式 ����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐹𝑖

����� = 𝑛!
0!

− 𝑛!
1!

+ 𝑛!
2!

+ · · · + (−1)𝑛 · 𝑛!
𝑛!

= 𝑛!
𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

即

𝑎𝑛 = 𝑛!
𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

【答案】. 𝑎𝑛 = (𝑛 − 1) (𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1) 𝑎𝑛 = 𝑛!
𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

【注】. spac

1. 题目中的错位排列问题，定义为没有物体出现在其自然位置上的 𝑛 个物体的排列的数量。记其通项为 !𝑛，读作

“子阶乘”。满足递推公式 !𝑛 ≡ (𝑛 − 1) [!(𝑛 − 2)+!(𝑛 − 1)] 和通项公式 !𝑛 ≡ 𝑛!
𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!
；

2. 子阶乘 !𝑛的快速计算方法：M. Hassani在 2004年 10月 28日的私人通信中给出了以下形式：

!𝑛 ≡
[
𝑛!
𝑒

]
!𝑛 = ⌊ 𝑛! + 1

𝑒
⌋

其中 [𝑥] 为 𝑥是最接近整数函数（四舍五入），⌊𝑥⌋ 为向下取整函数。
3. 唯一的素数子阶乘是 !3 = 2，唯一等于其数字的子阶乘之和的数字是 148349 =!1+!4+!8+!3+!4+!9；

4. 子阶乘可以解析延拓到复平面，如下图所示：
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5. 容斥原理的有关证明：

证明. 用数学归纳法证明 (??)式：

(i)当 𝑛 = 1时，(??)显然成立；

(ii)若其对于 𝑘 成立，即 ����� 𝑘⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = −
𝑘∑
𝑖=1

(−1)𝑖
∑

𝐾⊆𝐼𝑘∧|𝐾 |=𝑖

�����⋂
𝐽∈𝐾

𝐽

�����
则对于 𝑘 + 1时����� 𝑛⋃

𝑖=1
𝐴𝑖

����� =
�����
(
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
∪ 𝐴𝑛+1

�����
= −

𝑛∑
𝑖=1

(−1)𝑖
∑

𝐾∈𝐼𝑛∧|𝐾 |=𝑖
|
⋂
𝐽∈𝐾

𝐽 | + |𝐴𝑛+1 | −
𝑛∑
𝑖=1

(−1)𝑖
∑

𝐾∈{𝐴1∩𝐴𝑛+1 ,𝐴2∪𝐴𝑛+1 , · · · ,𝐴𝑛∪𝐴𝑛+1 }∧|𝐾 |=𝑖

�����⋂
𝐽∈𝐾

𝐽

�����
= −

𝑛∑
𝑖=1

(−1)𝑖
∑

𝐾∈𝐼𝑛∧|𝐾 |=𝑖
|
⋂
𝐽∈𝐾

𝐽 | + |𝐴𝑛+1 | −
𝑛+1∑
𝑖=2

(−1)𝑖
∑

𝐾∈𝐼𝑛∧|𝐾 |=𝑖−1

�����(⋂
𝐽∈𝐾

𝐽) ∩ 𝐴𝑛+1

�����
= ©­«

∑
𝐾∈𝐼𝑛+1∧|𝐾 |=1

�����⋂
𝐽∈𝐾

𝐽

�����ª®¬ −
𝑛+1∑
𝑖=2

(−1)𝑖


∑
𝐾∈𝐼𝑛∧|𝐾 |=𝑖

�����⋂
𝐽∈𝐾

𝐽

����� + ∑
𝐾∈𝐼𝑛∧|𝐾 |=𝑖−1

�����(⋂
𝐽∈𝐾

𝐽) ∩ 𝐴𝑛+1

����� +
∑

𝐾⊆𝐼𝑛+1∧|𝐾 |=𝑛+1

�����⋂
𝑗∈𝐾

𝐽

�����
= ©­«

∑
𝐾∈𝐼𝑛+1∧|𝐾 |=1

�����⋂
𝐽∈𝐾

𝐽

�����ª®¬ −
𝑛+1∑
𝑖=2

(−1)𝑖
∑

𝐾⊆𝐼𝑛+1∧|𝐾 |=𝑖

�����⋂
𝑗∈𝐾

𝐽

�����
= −

𝑛+1∑
𝑖=1

(−1)𝑖
∑

𝐾⊆𝐼𝑛+1∧|𝐾 |=𝑖
|
⋂
𝐽∈𝐾

𝐽 |

也成立。

综上所述，由 (i)(ii)可知，(??)成立。

再由 (??)推出 (??)式：����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

����� =
����� 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = |I | −
����� 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = |I | −
𝑛∑
𝑖=1

|𝐴𝑖 | +
∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

|𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 | + · · · + (−1)𝑛
����� 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

�����
□
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